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Resumen

A partir de la serie de Hilbert de un anillo graduado, es posible definir
una sucesién de enteros denominada el h-vector. Por otra parte, utilizando
los anillos de Stanley-Reisner, uno también puede asociar un h-vector a
un complejo simplicial o a un conjunto parcialmente ordenado. En este
trabajo damos una exposicién de diferentes interpretaciones combinato-
rias del h-vector y mencionamos algunos problemas abiertos que motivan
mucha investigaciéon actual en el area de combinatoria algebraica.

1 Introduccion

Una rama muy activa de investigacién en combinatoria algebraica estudia suce-
siones de enteros asociadas con complejos simpliciales. La naturaleza de los
resultados que se obtienen varia mucho. Mientras unos matematicos se dedi-
can a mostrar desigualdades que describen las sucesiones que surgen en cada
situacién, otros buscan conexiones con la topologia, el dlgebra conmutativa o la
enumeracion. Un resultado enumerativo suele ser una interpretacién combina-

toria de una sucesién (ap, ..., aq), mostrando que cada nimero a; es un entero
positivo. Esto quiere decir que se define una sucesién de conjuntos (Tp, ..., Ty)
de modo que a; sea la cardinalidad de T; por ¢ = 0,...,d.

Quizés las sucesiones que mas parecen en tal investigacién son las que se
llaman h-vectores. Concentrandonos principalmente en los h-vectores positivos
y basdndonos en las publicaciones de Stanley ([30]-[39]), daremos una exposicién
de los h-vectores y algunas de sus interpretaciones combinatorias. Veremos los
h-vectores desde los puntos de vista de anillos graduados, complejos simpliciales,
conjuntos parcialmente ordenados y polinomios con raices reales.
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2 Anillos Graduados

Sea k un cuerpo y sea A un cociente del anillo k[zy,...,z,] de polinomios en
n variables de la forma

A=XK[zy,...,z,]/1,

donde I = (p1,...,pe) es el ideal generado por los elementos p;,...,ps de
k[zy,...,z,]. Cuando cada elemento p; es homogéneo, entonces el ideal I recibe
el nombre de ideal homogéneo y se obtiene que el anillo A es graduado. Esto
quiere decir que, como un espacio vectorial, A es isomorfo a la suma directa
de los espacios Ag, Ay, ..., donde A,, es el k-espacio vectorial generado por los
monomios de grado m en A,

A= @Am,

m>0

y la multiplicacién en A satisface 4;A4; C A;y;. Siempre daremos por supuesto
que un anillo graduado es generado por los elementos de A;.

Sea N el conjunto de los enteros no negativos. La funcion H : N — N
definida como

H(m) = dimg Ay,
= numero de monomios de grado m en A,

recibe el nombre de funcidn de Hilbert de A. La funcién generatriz de H es una
serie formal de potencias,

F(t)= Y H(m)t™ € N[t]],

m>0

que recibe el nombre de serie de Hilbert de A. Un resultado fundamental sobre
la serie de Hilbert de un anillo graduado es el siguiente [3, Tm 11.1].

Teorema 2.1 (Hilbert, Serre) Sea A = k[zy,...,x,]/I un anillo graduado.
Entonces la serie de Hilbert de A tiene la forma

h(t)

donde h(t) = ho + hyt + - - - + hyt’ es un polinomio con coeficientes enteros que
satisface h(1) # 0.

Si sabemos una expresién para H(m), entonces podemos emplear el siguiente
resultado concerniente a funciones racionales para calcular el entero £ en el
Teorema 2.1. (Vea [36, Prop 4.2.2, Cor 4.3.1].)
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Proposicién 2.2 Si para algin entero j > 0, la sucesion (H(m))m,>; se puede
expresar como un polinomio en m, entonces el nimero  en el Teorema 2.1 es
menor que o igual a (d+j —1).

La sucesién (ho, ..., h¢) de coeficientes de h(t) en el numerador de la serie
de Hilbert del anillo A recibe el nombre de h-vector de A. El polinomio cor-
respondiente recibe el nombre de h-polinomio de A. En general, el h-vector
no tiene porque tener una interpretacidn combinatoria. Por supuesto, cuando
hay numeros negativos en la sucesién, no podemos definir ninguna sucesién de
conjuntos (7o, - ..,T;) de modo que h; sea la cardinalidad de T; pori =0, ..., ¢.
Ya veremos que hay una clase de anillos cuyos h-vectores tienen componentes
positivas. Mds atin, estos h-vectores tienen una interpretaciéon combinatoria.

El entero d que parece en el denominador del serie de Hilbert de un anillo
graduado es mayor que o igual a cero, y se llama la dimension de Krull de A
o simplemente la dimension de A. Se escribe dim A y tiene las dos siguientes
(equivalentes) interpretaciones:

1. El nimero maximo de elementos homogéneos de A que son algebraica-

mente independientes.

2. El maximo de las longitudes de cadenas de ideales primos en A.

Ejemplo 2.1 Sea A = k|x1,...,24]/(x223). La funcién de Hilbert de A es

w0 = () - (")
() ()

=(m+1)% sim>0.

Para calcular la dimensién, notamos que dim A es mayor que o igual a tres,
porque los elementos x;,x, y 3 son algebraicamente independientes. De hecho
dim A tiene que ser tres exactamente porque no hay cuatro monomios que sean
independientes. (Si usamos las dos variables x2 y x3, entonces habrd depen-
dencia. Si usamos solo tres variables de los cuatro, habrd un méaximo de tres
monomios independientes.) Para calcular la serie de Hilbert empleamos el Teo-
rema 2.1 y la Proposicién 2.2 para calcular el polinomio h(t) = hg + hit + hot?
que satisface

(1=1)* > (m+1)°t™ = hg + hyt + hyt”.
m>0
Comparando los coeficientes de cada potencia de ¢ en ambos lados, vemos que
ho =hi =1,
hy = 0.
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Entonces la serie de Hilbert de A es

F)= Y (m+1m = g

m>0

Ejercicio 2.2 Calcule la funcién de Hilbert, la dimensién y la serie de Hilbert
del anillo B = k[z1, ..., 2z4]/(x124, T2Ty, T3T4).

Aparte de la dimensién de Krull, otro nimero importante que asociamos con
un anillo es la profundidad. Una sucesién (p, . ..,p,) de elementos homogéneos
de A recibe el nombre de sucesidn regular [35, p 35] si

1. dim A/{p1,...,p,) =dim A — 7.
2. Ningun elemento p;, 1 < i <r, es un divisor de cero en A/(p1,...,pi—1).

La longitud méxima de una sucesién regular de A recibe el nombre de profun-
didad de A. En principio, calcular profundidad parece dificil. Aun dado una

sucesién regular, jcémo se sabe que no hay otra mas larga? La respuesta es
sencilla [35, p 35].

Teorema 2.3 Todas la sucesiones requlares mazximales tienen la misma longi-
tud.

Esto quiere decir que si no podemos agregar otro elemento a una sucesion
regular, entonces no hay ninguna otra sucesion regular con mayor longitud.

Evidentemente la longitud r de una sucesién regular siempre es menor que
o igual a la dimensiéon. Un anillo A cuya dimensién es igual a su profundidad
tiene mucha importancia en el dlgebra conmutativa y recibe el nombre de anillo
de Cohen-Macaulay. (Vea [8].) Una caracterizacién de los anillos de Cohen-
Macaulay en términos de sucesiones regulares es el siguiente [35, Tm 5.9]:

Teorema 2.4 El anillo A es un anillo de Cohen-Macaulay con dim A = d si y
sdlo si cada sucesion (p1, ..., pq) que satisface dim A/(p1,...,pq) = 0 es regular.

Una propiedad interesante de un anillo de Cohen-Macaulay A es la relacién
entre la serie de Hilbert de A y la de A/{(p1,...,pq), cuando (pi,...,pq) es una
sucesién regular [35, p 35].

Teorema 2.5 Sea A un anillo de Cohen-Macaulay de dimensidn d y con serie
de Hilbert F'(t). Sea (p1,...,pd) una sucesion reqular para A y sea F(t) la serie
de Hilbert del cociente A/{(p1,...,pd). Entonces tenemos que
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El Teorema 2.5 nos da una interpretaciéon combinatoria del h-vector de un
anillo de Cohen-Macaulay.

Corolario 2.6 Sea A un anillo de Cohen-Macaulay con h-vector (ho, ..., he)
y sea (p1,...,pq) una sucesion regular para A. Entonces h; es el nimero de
monomios de grado i en el anillo R = A/{(py,...,pa) y h(t) = ho+hit+---+hgt
es la serie de Hilbert de R. En particular tenemos que

ho = 1,
hy >0, i=1,...,¢

Ejemplo 2.3 Sea A el anillo del Ejemplo 2.1, que tiene dimensién tres. Ver-
emos que A es un anillo de Cohen-Macaulay, exhibiendo una sucesién regular
de tres elementos. Consideremos la sucesién (z1,z2 + 3, 24). El cociente de A
correspondiente a esta sucesion tiene dimensién cero porque tenemos el isomor-
fismo

Af{xy, 2 + w3, 24) =2 k[2o]/(23). (1)

También, vemos que z; no es un divisor de cero en A, ni x3 + x5 en A/(x1),
ni 4 en A/(x1,z2 + z3). Entonces la sucesion (z1,z2 + 3,24) es regular, la
profundidad de A es tres, y A es un anillo de Cohen-Macaulay. Podemos ver
directamente de la ecuacién (1) que la funcién de Hilbert de A/{x1,x2 + 3, T4)
es (14 1t), o bien podemos aplicar el Teorema 2.5 al resultado del Ejemplo 2.1.

Ejercicio 2.4 Sea B el anillo del Ejercicio 2.2. Muestre que (z; + x4) es una
sucesion regular y que no hay ninguna de longitud dos. Entonces B no es un
anillo de Cohen-Macaulay.

3 Complejos Simpliciales

Los complejos simpliciales son objeto de estudio en diversas areas de matematicas.
A cada complejo simplicial le podemos asociar un anillo que es relevante en
el dlgebra conmutativa. Mas atn, tanto el h-vector de este anillo como otra
sucesion que se llama el f-vector del complejo tienen importancia en la combi-
natoria enumerativa.

Sea V' = {vy,...,v,} un conjunto finito. Un complejo simplicial (abstracto)
en V es una coleccién A de subconjuntos de V' tal que

1. Si G pertenece a A y F esta contenido en G, entonces F' pertenece a A.

2. Cada subconjunto de un solo elemento {v;} pertenece a A.
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1

Figura 3.1: un complejo simplicial

Los subconjuntos de A reciben el nombre de caras. Una cara de cardinalidad
uno recibe el nombre de vértice y una cara de cardinalidad maximal recibe el
nombre de faceta. Note que la cara vacia pertenece a A a menos que A sea el
complejo vacio. Definimos la dimension de una cara F' de A como

dim F = |F| -1,
por razones topolégicas. Definimos la dimension de A como
dim A = max{dim F' | F € A}.

Decimos que un complejo es puro si todas las caras maximales tienen la misma
cardinalidad.
Dado un complejo A de dimensién d — 1, definimos el f-vector de A como

fA = (f*l;fO;"';fdfl);

donde f; es el namero de caras con i + 1 vértices,
fi=#{FeA|dimF =i}.

(Entonces, f_; = 1 siempre que A no sea vacio.) Definimos el f-polinomio de
A como

fa)=f1+ fot+-- + fa1t".

Ejemplo 3.1 Sea A el complejo en cuatro vértices {1,2,3,4} que consiste en
todos los subconjuntos de {1,2,4} y {1,3,4}. (Vea la Figura 3.1.) Entonces
tenemos que

fA = (1;47572)7

fa(t) =1+ 4t + 5% + 23,
dim(A) = 2.
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Ejercicio 3.2 Sea I' el complejo en cuatro vértices {1,2,3,4} que consiste en
{3} y en todos los subconjuntos de {1,2,4}. Dibuje I' y calcule el f-vector, el
f-polinomio y la dimensién.

No es cierto que cualquier sucesién de enteros positivos es el f-vector de un
complejo simplicial. Una caracterizacién de los f-vectores de complejos simpli-
ciales fue descubierta por Schiitzenberger e independientemente por Kruskal y
Katona. (Vea [19, Sec 8] y [35, p 54].) Para dar esta caracterizacién, empleare-
mos la notacién de [4]. Si k y n son enteros positivos, entonces hay una tnica
manera de expresar n como

(o))

tal que ay > ax_1 > --- > a; > 1 > 1. Entonces definimos

_ Qg Ak—1 a;
= () + (1) ++ (2)
sin > 0y definimos 9% (0) = 0.

Teorema 3.1 Una sucesion (1, fo, ..., fa—1) de enteros positivos es el f-vector
de un complejo simplicial de dimension d — 1 si y solo si

fi7125i+1(fi); 'LZ].,,d—].

Por otra formulacién de este teorema, vea [35, p 55].

Ahora cambiaremos el punto de vista un poco y veremos el complejo sim-
plicial de una manera més algebraica y menos geométrica. Sea A un complejo
simplicial en un conjunto de n variables V. = {z1,...,z,}. Entonces las caras
de A se pueden ver como monomios. Definimos el anillo de caras (o anillo de
Stanley y Reisner ) de A, escrito k[A], como

k[A] = K[z1,...,2zp]/1A,

donde I es el ideal generado por monomios que no sean caras de A. Note que
para generar Ia, siempre es suficiente usar sélo los monomios minimales que no
sean caras de A.

Ejemplo 3.3 Sea A el complejo del Ejemplo 3.1. El anillo de caras k[A] es
k[zy,...,z4]/(z223).

Cada elemento de k[A] es una combinacién lineal de monomios de k[A] que cor-
responden, luego de tomar su soporte, a caras de A. Por ejemplo, el polinomio
r3roxi + 2123 estd en k[A]. El soporte de un monomio se obtiene haciendo que
todas las potencias positivas sean iguales a uno. Entonces el soporte de z3z2

es la faceta xix2x4 v el soporte de xlxﬁ es la cara x1x4.
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Ejercicio 3.4 Sea I el complejo del Ejercicio 3.2. Escriba una expresion para
el anillo de caras k[I'].

Como el ideal I es homogeneo, el anillo k[A] es graduado. La funcién de
Hilbert y la serie de Hilbert del anillo de caras se pueden calcular facilmente
usando el f-vector del complejo [35, Tm 1.4].

Teorema 3.2 Sea A un complejo con f-vector fa = (f-1, fo,---, fa—1). En-
tonces la serie de Hilbert y la funcion de Hilbert de A son las siguientes.

i+1
Z fl ! l—‘,—l = fA(lL_t)
1 st m =0,
H(m) = {Z?:_Ol (") sino.

Demostraciéon: Sea mll ---x; una cara de A. La suma de los monomios que
tienen la forma m?ll donde cada exponente es mayor que cero, es

].—iL”il ].—l’ik, ’

Por otra parte podemos eligir una cara de dimensién k — 1 de fy—; maneras
diferentes. Reemplazando cada variable z; por ¢, llegamos a la expresién por la
serie de Hilbert. La expresién para la funcién de Hilbert sigue de aqui. |

lk7

Segtn el Teorema 2.1, también tenemos la férmula

ho + hit + -+ + hytt
ty
fA(]_,t) (1 _ t)d Y (3)

donde la dimensién d de k[A] se puede ver directamente del complejo.

Teorema 3.3 dimk[A] = dim A + 1.

Demostracion: El maximo de la cardinalidad de los conjuntos de elementos
algebraicamente independientes de k[A] es el maximo de la cardinalidad de las
caras. d

El polinomio hyja)(t) que parece en la ecuacién (3) recibe el nombre de
h-polinomio del complejo A y se escribe simplemente ha (t). Naturalmente la
sucesion

hk[A] = (h07 . '7h€)
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1
Figura 3.2: un complejo simplicial
recibe el nombre de h-vector del complejo y se escribe ha. El h-vector ha se
puede calcular directamente del f-vector fa usando la ecuacién (3),
ha(t) = (1 - 1)"fa(y5)- (4)
Note que la ecuacién (4) nos da un algoritmo por calcular el h-polinomio.

1. Invertimos el orden de los coeficientes del f-polinomio:
Fat) = t1fa(3).
2. Reemplazamos t por t — 1:
t1fa(3) = (t = 1) faliy)-
3. Invertimos el orden de los coeficientes de nuevo:
(t =D falety) = ' = D falir—)
=1 -0)"falsy)
= ha(t).

Ejemplo 3.5 Sea I el complejo simplicial de la Figura 3.2. Usando el algoritmo
previamente descrito para calcular el h-polinomio del f-polinomio, tenemos que
hr(t) = 1+t — 2t + 3 porque
fr®)=1+4t+3t2 +¢°

1+ 3t 4+ 4t + ¢

= L+ 3(t—1)+4(t —1)* + (t —1)3

=1-2t+¢* +¢°

1+t — 27 + ¢,
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Ejemplo 3.6 Sea A el complejo de todos los subconjuntos de un conjunto de
n vértices. Entonces tenemos que

fA = (]-;n; (g);"';(g);na ]-);
falt)y =1 +t)"

Calculando ha (t), tenemos que
1+ = (1+t)"—»t"— 1
Entonces, ha(t) = 1.

De la formula (4) vemos que un producto de f-polinomios corresponde a un
producto de h-polinomios.

Proposicién 3.4 Sean A, I' y X tres complejos tales que sus f-vectores estdn
relacionados por la ecuacion fa(t) = fr(t)fs(t). Entonces tenemos que

ha(t) = hp(t)hy(t).

La Proposicién 3.4 se puede emplear para calcular el f-vector y el h-vector de
un cono. Sea I' un complejo en los n vértices x1,...,z, y definimos el cono
sobre I' como el complejo en los n + 1 vértices x1,...,Z,41 cuyas caras son
todas las caras de I', més todos los conjuntos de la forma

FU{zp+1}, Fel.
Si A es el cono sobre ', entonces tenemos que
fat) = (1 +8)fr(t),
y los h-polinomios son iguales,
ha(t) = hr(t).

El algoritmo que viene de la ecuacién (4) también se puede expresar como
la identidad

d d
Dbttt =" fiat— 1), (5)
=0 =0

porque

d d d
fa®) =" fiatt = > fiat™ e > fia(t - 1),
i=0 i=0 i=0

que es el h-polinomio ha (t) con los coeficientes invertidos.
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Ejercicio 3.7 Usando el Ejemplo 3.6 y la ecuacién (5), simplifique la expresion

; (?) (t— 1)

Usando la identidad (5), no es dificil escribir férmulas por el h-vector en
términos del f-vector y viceversa,

hi = i(—l)i_j <d B j) fi—1,

j=0 1=
fi—1:Z<. J.>hj-
A

Dos casos especiales de estas férmulas son

ha = (=1)*f(-1), (6)
fa-1r=ho+ -+ ha. (7)

En particular, vemos de la ecuaciéon (6) que la caracteristica reducida de Euler,
que se define como

XA)=—-1+fo—fi+---£ fa1,

y que satisface

d
X(A) =) (=1 M dimy Hi 1 (A;k),

i=0

también se puede expresar como (—1)?"1hg.

Aunque ahora tenemos varias féormulas para el h-vector de un complejo,
todavia no tenemos ninguna interpretacién combinatoria para esta sucesién. De
hecho el h-vector de un complejo no es siempre positivo. (Vea el Ejemplo 3.5.)
En la proxima seccién veremos una clase de complejos cuyos h-vectores siempre
son positivos. Veremos también varias interpretaciones combinatorias.

4 Complejos de Cohen-Macaulay, Multicomplejos y
Complejos Particionables

Un complejo A recibe el nombre de complejo de Cohen-Macaulay (sobre k) si
el anillo k[A] es un anillo de Cohen-Macaulay. Muchos complejos importantes
son complejos de Cohen-Macaulay:
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1. los complejos que tienen una realizacién geométrica homeomorfa a una
esfera.

2. los complejos “shellables”.
3. los complejos matroidales.

4. los reticulos semimodulares, que incluyen los reticulos modulares, geométricos
y distributivos.

Aunque los reticulos no sean complejos exactamente, ya veremos en la Seccién 5
que se pueden ver como casos especiales de complejos.

Entre las propiedades de los complejos de Cohen-Macaulay, estudiaremos su
relacién con la teoria de homologia, con otros objetos denominados multicomple-
jos. También daremos varias interpretaciones combinatorias de sus h-vectores.

Se puede dar una caracterizacién de los complejos de Cohen-Macaulay uti-
lizando homologia reducida. Sea F' una cara del complejo A. Definimos el
subcomplejo Ik F' (en inglés, the link of F') como

k F={GeA|GUF € A,GNF = 0}.

(Vea por ejemplo la Figura 3.1. En ese complejo, las caras de 1k {1} son ), {2},

{3}, {4},{2,3} v {3,4})

Reisner [24] encontré la siguiente caracterizacion.

Teorema 4.1 El complejo A es un complejo de Cohen-Macaulay sobre k si y
solo si tenemos que

H;(IkF;k) =0,
por todas las caras F € A y todos los enteros i =0,...,dim(1kF) — 1.

Usando este teorema, se puede mostrar que ser un complejo de Cohen-
Macaulay es una propiedad topoldgica. (Vea [35, p 60-61].) Esto significa
que si dos complejos son homeomorfos uno al otro, y uno es un complejo de
Cohen-Macaulay, entonces el otro también es un complejo de Cohen-Macaulay.

Volviendo de la topologia al algebra, daremos dos nuevas interpretaciones
combinatorias del h-vector. Note que ya tenemos una interpretaciéon del h-
vector de un complejo de Cohen-Macaulay: es la funcién de Hilbert de un anillo
de grado cero. (Vea el Corolario 2.6.) Ahora daremos otra interpretacién en
términos de los multicomplejos. Un multicomplejo en un conjunto de n variables
{z1,...,z,} es un conjunto I' de monomios en las variables tal que

1. Si u pertenece a I' y v divide u, entonces v pertenece a I'.

2. Cada variable z; pertenece a I'.
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Note que el monomio 1 pertenece a I', a menos que I' sea el multicomplejo vacio.
Ya hemos visto un ejemplo de un multicomplejo finito: el complejo simplicial.
También existen multicomplejos infinitos.

Ejemplo 4.1 Sea A un complejo simplicial. Entonces el conjunto de monomios
en k[A] es un multicomplejo infinito.

Dado un multicomplejo I', definimos el f-vector y f-polinomio (f-serie) de
I' como

fr= 01, fo,-..),
fr@®)=f 1+ fot+-+ fiat +---,

donde f;_; es el nimero de monomios en I' de grado 7. (Tenemos que f_; =1
siempre que I" no sea vacio.) No definimos un h-vector de un multicomplejo, a
menos que sea un complejo simplicial.

La caracterizacion de los f-vectores de multicomplejos es parecida a la car-
acterizacién de los f-vectores de complejos simpliciales, y fue descubierta por
Macaulay [22]. Dado dos enteros positivos k y n, expresamos n como (2) y

definimos
k o ar — 1 ag—1—1 a; — 1
o= (i) (k) e (050)
si n > 0y definimos 9%(0) = 0.

Teorema 4.2 Una sucesion (1, fo, f1,-..) de enteros positivos es el f-vector
de un multicomplejo si y solo si

fici >0 (fy), i>1.

Por otra formulacién de este teorema, vea [35, p 56].
Un resultado interesante que da la conexién entre multicomplejos y anillos
graduados es el siguiente [22].

Teorema 4.3 Sea H : N = N una funcion. H es la funcion de Hilbert de un
anillo graduado si y sdlo si la sucesion (H(0),H(1),...) es el f-vector de un
multicomplejo.

Maés interesante todavia es la conexién que existe entre multicomplejos, com-
plejos de Cohen-Macaulay y anillos graduados. (Vea [35, pp 57-59].)

Teorema 4.4 Sea h la sucesion (ho,...,hy) € N1 Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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1. h es el f-vector de un multicomplejo finito.

2. h es la funcion de Hilbert de un anillo graduado de dimension cero.
3. h es el h-vector de un anillo de Cohen-Macaulay.

4. h es el h-vector de un complejo de Cohen-Macaulay.

Una tercera interpretacion del h-vector no depende del hecho que el complejo
sea de Cohen-Macaulay. Sea A un complejo simplicial y sean F'y H dos caras
tal que H contiene F'. Definimos el intervalo [F, H] como

[F,H|={GeA|FCGCH}.

Un complejo A recibe el nombre de complejo particionable si es puro y si se
puede particionar en bloques que son intervalos disjuntos,

A =[F,H|U---UIF, Hyl,

de modo que las caras Hy, ..., Hs sean facetas de A. El h-vector de un complejo
particionable tiene la siguiente interpretacién combinatoria [35, Prop 2.3].

Teorema 4.5 Sea A un complejo particionable con h-vector ha = (ho, ..., hq)
y sea

A =[F,Hy|U - U[F,, Hy

una particion de A. Entonces h; es el nimero de blogues en la particion tal que
la cara menor tiene i elementos,

hi =#{j : |Fj| = i}.

Equivalentemente tenemos que

d s
> hitt =Y dlhl (8)
i=0 j=1

Demostracién: Sea (f_1, fo,..., fa—1) €l f-vector de A. Usando la identi-
dad (5), tenemos que

d d
Zhitdfi — th—l(t _ ]_)d*i7
i=0 i=0
Sy gyl

J=1 Ge[Fy,H;]
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Cuando la cardinalidad de F} es ¢ tenemos que

d—{
Y o=y <d ; 4) (b 1)i-t*

GE[F;,Hj] k=0

porque el complejo A es puro. Usando la identidad del Ejercicio 3.7, tenemos

que
d—t
<d ; E) (t _ 1)d—€—k _ td—€
k=0
— d—IF;5]
En fin, tenemos la férmula (8). O

No es cierto que cada complejo particionable es un complejo de Cohen-
Macaulay, pero el converso atin es un problema abierto [35, Conj 2.7].

Conjetura 4.6 Cada complejo de Cohen-Macaulay es particionable.

Otros problemas abiertos tienen que ver con clases especiales de complejos
de Cohen-Macaualay. Una clase de complejo de Cohen-Macaulay que aparece
mucho en la literatura es el complejo matroidal. Un complejo A recibe el nombre
de complejo matroidal si por cada par de caras F,G € A con |F| < |G|, existe
un elemento z € G tal que FU{z} es una cara también. (Entonces un complejo
matroidal es el complejo de conjuntos independientes de un matroide en el
sentido de [42].) Como un complejo matroidal A es un complejo de Cohen-
Macaulay, el h-vector ha siempre es el f-vector de un multicomplejo I'. Ahora,
los complejos matroidales son una clase muy especial dentro de los complejos
de Cohen-Macaulay. Nos preguntamos: ;jEs posible afirmar algo més fuerte?
Stanley ha conjeturado que los monomios maximales de ' son todos del mismo
grado [31, p 59].

Conjetura 4.7 Sea A un complejo matroidal con ha = (ho,...,hq). Entonces
existe un multicomplejo puro I' tal que fr = ha.

Hay teoremas andlogos a la Conjetura 4.7 para algunas clases de complejos
de Cohen-Macaualay. Sea A es un complejo de Cohen-Macaualay y sea I' un
multicomplejo que satisface fr = ha. Veremos en la préxima seccién que si
A tiene ciertas propiedades, entonces podemos exigir que I' sea no sélo un
multicomplejo, sino un complejo.
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Figura 5.1: un conjunto parcialmente ordenado

5 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Unos objetos de mucho interés en la combinatoria algebraica son los conjuntos
parcialmente ordenados (o posets del inglés partially ordered sets). Como hemos
hecho para los complejos simpliciales, definiremos para cada poset un f-vector
y un h-vector. Ademds, definiremos una tercera sucesion que se llama el W-
vector. Nos concentraremos en el caso particular de los reticulos distributivos,
una clase de poset que tiene unas interpretaciones sofisticadas tanto del h-vector
como del f-vector. También veremos dos clases de complejos que generalizan
los posets y sus h-vectores.

Un poset es un conjunto P con una relacién <p que es transitivo y antire-
flexivo. Cada par de elementos distintos x, z en P satisface exactamente una de
las afirmaciones siguentes:

l.z<p 2z,
2. z<pux,
3. x y z son incomparables.

Normalmente escribimos un diagrama por un poset que se llama el diagrama
de Hasse. Si el elemento z estd arriba del elemento x, y hay un camino de x
hasta z que siempre sube, entonces x <p z. Es posible marcar los elementos de
cualquier poset con enteros de modo que <p respecte el orden de los enteros,
evitandonos tener que escribir 4 <p 2 cuando 2 < 4 como enteros. Un poset con
los elementos marcados de esta manera se dice que estd marcado naturalmente.

Ejemplo 5.1 Sea P el poset de la Figura 5.1. El elemento 1 es menor que los
elementos 3,4,5. El elemento 5 es mayor que todos los demds elementos. Los
elementos 2 y 3 son incomparables.
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Si todos los elementos de un poset P son comparables uno con el otro,
entonces decimos que P es totalmente ordenado. Un subconjunto de P que es
totalmente ordenado recibe el nombre de cadena de P. Note que cada elemento
de P es una cadena, y que el conjunto vacio también es una cadena.

El f-vector de un poset P es la sucesién que cuenta cadenas por cardinalidad,

fp=(f1,fo,- ., fa,)

donde f;_; es el numero de cadenas de ¢ elementos. Naturalmente, el f-
polinomio de P se define como fp(t) = f_1+ fot+- -+ f4_1t¢. Hemos empezado
por f_; porque las cadenas del poset P forman un complejo simplicial A(P),
que se llama el complejo de orden de P. Asi tenemos que fp(t) = fap)(t).
Definimos el h-polinomio y el h-vector de P de la manera natural,

he(t) = (1 - t)*fr(cs)
=ho + hit +--- + hgt?,
hp = (h07"'7hd)'

Ejemplo 5.2 Sea P el poset de la Figura 5.1. Entonces tenemos que

fp(t) =145t + 7% + 3t%,
hp(t) =1+ 2t.

Ejercicio 5.3 Sea P el poset de la Figura 5.1. Dibuje el complejo de orden de
P.

Para dar una interpretacién combinatoria del h-vector, definimos primero
las extensiones lineales de un poset, los descensos de una permutacién, y una
tercera sucesién. Una extension lineal de un poset P es una lista de los elementos
de P tal que si tenemos que x <p z, entonces x viene antes de z en la lista.
Escribimos £(P) para el conjunto de extensiones lineales de P.

Ejemplo 5.4 Sea P el poset de la Figura 5.1. Entonces las extensiones lineales
son L(P) = {12345,13245,12435,21345,21435}.

Sea m = m---m, una permutation de las letras [n] = {1,...,n}. Una
posicién ¢ recibe el nombre de descenso de m si tenemos que m; > mip1. El
conjunto de descensos de 7 se escribe D(7) y el nimero de descensos de 7 se
escribe des(7),

i€n—1]|m > mit},
{iE[n—1]|7Ti>7Ti+1}
™).

={ie]
des(w) =
= [D(m)]
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Sea P un poset con n elementos. Definimos el W-vector y el W-polinomio
de P como

WP = (wo,...,wn_l),
Wp(t) = wo +wit + -+ w,_1t" 1,

donde wy, es el nimero de extensiones lineales de P con k descensos,
wy, = #{m € L(P)|des(r) = k}.
Note que wo = 1 si y sélo si el poset P estd marcado naturalmente.

Ejemplo 5.5 Sea P el poset de la Figura 5.1. Marcando los descensos en las
extensiones lineales de P con lineas verticales, tenemos que

L(P) = {12345, 13|245,124|35,2|1345, 2|14|35}.
Entonces el W-vector y el W-polinomio son

WP = (173; 1)7
Wp(t) =1+ 3t + %

Ejercicio 5.6 Sea P el poset de cuatro elementos sin relaciones entre ellos.
(Un poset asi recibe el nombre de anticadena.) Calcule Wp(t).

Esta claro que el f-vector y el W-vector de un poset siempre son posi-
tivos. Un poset tendrd también un h-vector positivo si su complejo de orden
es un complejo de Cohen-Macaulay. En este caso el poset recibe el nombre
de poset de Cohen-Macaulay. Ejemplos importantes son los reticulos semimod-
ulares, reticulos modulares y reticulos distributivos. Concentraremos en los
reticulos distributivos. (Vea [6] por interpretaciones de los h-vectores de los
otros reticulos.)

Hay dos definiciones populares de los reticulos distributivos. La més ad-
equada para nuestros propédsitos empleard la nocién de ideal de orden de un
poset. (La otra definicién se encuentra en [36, pp 102-105].) Un subconjunto I
de un poset P recibe el nombre de ideal de orden si por cada elemento z en I y
cada elemento ¢ <p z, tenemos que = € I. Esto quiere decir que si incluimos
un elemento en I, entonces incluimos todos los elementos menores que él. A
partir de los ideales de orden de P construimos otro poset J(P):

1. Los elementos de J(P) son los ideales de orden de P.
2. El orden <;(p) es inclusién (estricta) de conjuntos.

Cualquier poset J(P) construido de esta manera para algin poset finito P recibe
el nombre de reticulo distributivo.
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Figura 5.2: un reticulo distributivo

Ejemplo 5.7 Sea P el poset de la Figura 5.1. La Figura 5.2 muestra su corre-
spondiente reticulo distributivo J(P).

Ejercicio 5.8 Sea P la anticadena de cuatro elementos. Dibuje J(P).

La interpretaciéon combinatoria del h-vector de un reticulo distributivo es el

siguiente [30].

Teorema 5.1 Sea P un poset con n elementos y sea J(P) el reticulo distribu-

tivo correspondiente cuyo h-vector es hypy = (ho, . . .

yhnt1). Si P estd marcado

naturalmente, entonces h; es el nimero de extensiones lineales de P que tienen

1 descensos,

hi = #{m € L(P)|des(r) =i}.

Equivalentemente tenemos que

h](p) (t) = Wp(t).

Demostracién: Definamos una funcién a : 2"~ — N de la siguiente manera.

Por cada subconjunto S = {s,..

a(S) como

a(S) = nimero de cadenas (I1 <jp) - <yp) Ix)

tal que |I;| =s;, porj=1,...,k.

., 8k} de [n —1] con 81 < --- < s, definamos
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Cada cadena asi corresponde a una extension lineal de P,

a=I0-ILb~T - I3~ Iy Ij ~ Iy - [n] \ I,

donde R significa la permutacion tnica de R que no tiene descensos. Entonces
el conjunto de descensos de 7 estd contenido en S. Mds aun, el nimero a(S)
tiene la interpretacién

a(S) = #{x € L(P)| D(r) C S}.

Usando el método de inclusién y exclusién [36, Cap 2], definimos una funcién
8 : 2= 5 N como

B(S) = 3 (=1 a(D),
TCS
de modo que
a(S) =Y B(T).
Tcs
Entonces el ndimero §(S5) tiene la interpretacion
B(S) = #{m € L(P)| D(m) = S}

La relacion entre las funciones «, 8 y los vectores fy(p), hj(p) es la siguiente.
Quitando el elemento minimo y el elemento maximo de J(P), definimos el poset

J(P) = J(P) ~ {0, [n]},

de manera que

)
=
=
—
~
=
I

F iy O+ 1),

Entonces tenemos que

hypy = (ho - hn1,0,0),
hJ(/I\D) = (h07 - '7hn—1)7

—

y serd suficiente considerar el h-vector de J(P) en vez del h-vector de J(P).

Sea fJ(’IB) = (f-1, fo,- -+, fn_2) €l f-vector de J(P). Evidentemente tenemos
que

> ald) = fi,

se(™7M)
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donde ({”_.1]) es la coleccién de subconjuntos de [n —1] con cardinalidad j. Para
acabar la prueba, sélo hace falta mostrar que tenemos

> B(S)=hy
se(™i)

Dejamos esto como un ejercicio. (I

o~

Ejercicio 5.9 Sean J(P)y 3 el poset y la funcién de la prueba del Teorema 5.1.
Muestre que

> B(S)=h;

se("; %)

Observamos del Teorema 5.1 que el polinomio Wp(t) no depende en como mar-
camos P, con tal que lo marquemos naturalmente. Esta observacion es bastante
curioso, dado que el conjunto de extensiones lineales depende en como marcamos
P.

Pregunta 5.10 ;Hay otra interpretacién del Wp en terminos de P?

Decimos que un poset es una anticadena si todos sus elementos son incom-
parables. Si P es una anticadena de n elementos, entonces J(P) es el reticulo
de todos los subconjuntos de [n] ordenado por inclusién. Este reticulo distrib-
utivo se denomina el dglgebra de Boole B,,. El Teorema 5.1 dice que el h-vector
(ho, - .., hp—1) del dlgebra de Boole cuenta permutaciones por descenso,

hi = #{m € S, |des(m) = i}.

El h-polinomio correspondiente se denomina el polinomio de Euler y se escribe
A, (t). Hay muchas interpretaciones de los coeficientes del polinomio de Euler
en términos de estadisticas de permutaciones. (Vea por ejemplo [9], [10], [12],
[13]7 [29]7 [36; pp 21'25])

Como el complejo de orden de J(P) es un complejo de Cohen-Macaulay,
los Teoremas 4.4 y 5.1 nos dicen que existird un multicomplejo I' tal que los
monomios de grado ¢ en I' corresponden a las extensiones lineales de P con ¢
descensos. De hecho tenemos un resultado un poco mas fuerte [5, Rem 6.6], [11,
Cor 2.2].

Teorema 5.2 Sea J(P) un reticulo distributvo. Entonces existe un complejo T
tal que fr = hy(p)-
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Figura 5.3: un complejo de extensiones lineales

Demostracién: Sea 7 una extension lineal de P con k descensos, escrito con
lineas verticales despues de cada descenso,

T S VY O R A

Si quitamos de 7 todas las lineas menos uno, y ordenamos todas las letras a la
izquierda y a la derecha de esta linea, entonces construimos una extension lineal
de P que tiene sélo un descenso.

Definimos la cara F(m) de I' como el conjunto de las k permutaciones con-
struidas de esta manera. No es dificil demostrar que la coleccién

[={F(m)|m e L(P)}

es un complejo simplicial. O

Ejemplo 5.11 Sea By el algebra de Boole construida del conjunto {1,2,3,4}.
El complejo I' en la Figura 5.3 satisface fr = hp,.

Ejercicio 5.12 Sea P un poset en cuatro elementos. Muestre que el complejo
I que satisface fr = h;(p) es un subcomplejo del complejo en la Figura 5.3.
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Existe una generalizacion del Teorema 5.2. Sea P un poset en n elemen-
tos y considere A(J(P)), el complejo de orden del reticulo distributivo J(P).
Cada vértice de A(J(P)) es un ideal de orden de P, y cada cara de k vértices
es una cadena de k elementos de J(P) que son k ideales de orden de P con
cardinalidades distintos. Entonces los vértices de A(J(P)) se pueden colorear
con n+ 1 colores de modo que ningiina cara tenga dos vértices del mismo color.
Un complejo con esta propiedad recibe el nombre de complejo equilibrado. Ser
equilibrado es una propiedad de todos los complejos de orden, no sélo de los
que corresponden a los reticulos distributivos.

Si un complejo de Cohen-Macaulay es equilibrado, entonces tenemos la in-
terpretacion siguiente del h-vector [32, Cor 4.5].

Teorema 5.3 Sea A un complejo de Cohen-Macaulay que es equilibrado. En-
tonces existe otro complejo equilibrado T tal que fr = ha.

Ejercicio 5.13 Aplique el Teorema 5.1 para mostrar que el complejo I' del
Teorema 5.2 es equilibrado.

Note que el Teorema 5.2 corresponde al caso especial del Teorema 5.3 en el
cual el complejo A es el complejo de orden de un reticulo distributivo. Entonces
podemos eligir el complejo I' en el Teorema 5.2 de modo que sea equilibrado. Por
otra parte, tantas restricciones en A deberian garantizar que I' tenga algunas
buenas propriedades. Tal vez podemos eligir I' de modo que sea un complejo
de orden [28, Conj 6.1].

Conjetura 5.4 Sea P un poset finito. Entonces existe otro poset finito QQ tal
que fQ = h](p).

Un caso especial de la Conjetura 5.4 ya se ha demostrado [28, Tm 3.2].

Teorema 5.5 Sea P una union disjunta de cadenas. Entonces existe un poset
Q tal que fo = hyp)-

Aparte del ser equilibrado, otra propiedad importante de un complejo de
orden es que siempre es un complejo de bandera. Esto quiere decir que no
existen tres caras {z1,x2}, {z2, x5}, {1, 23} sin que el conjunto {z;,zs,x3} sea
una cara también. Un problema interesante concerniente a los complejos de
bandera es la siguiente conjetura no publicada de Kalai. (Vea [35, p 100].)

Conjetura 5.6 Sea A un complejo bandera. Entonces eziste un complejo equi-
librado T tal que fr = fa. Mds aiun, si A es un complejo bandera de Cohen-
Macaulay, entonces podemos eligir I de modo que sea un complejo equilibrado
de Cohen-Macaulay.
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Es curioso que haya tantas relaciones entre los f-vectores y los h-vectores de
objetos distintos cuando las diferentes definiciones de los vectores no muestran
estas relaciones directamente Existe otra relacién curiosa entre los f y h poli-
nomios y los polinomios con raices reales. En cuanto a esta relacién, veremos
en la Seccién 6 que hay mds conjeturas que teoremas.

6 Polinomios con raices reales

El problema de decidir si las raices de un polinomio a(t) € R[t] son reales
ha interesado la comunidad matematica desde al menos los tiempos de Newton.
(Vea [33, p 504].) Desde entonces se han descubierto varios teoremas que ubican
a las raices de a(t) dentro del plano complejo en funcién de sus coeficientes. En
una versiéon moderna de este problema, se pregunta si cada miembro de una
clase de polinomios definidos combinatoriamente tiene todas sus raices reales.
Por ejemplo, dos conjeturas bien conocidas afirman que algunas de las clases
de polinomios que hemos visto en la Seccién 5 tienen esta propiedad. Después
de ver las conjeturas, repasaremos los resultados clasicos que tal vez podran
emplearse para resolverlas.

Empezamos con la Congetura del Reticulo Distributivo de Neggers [23, p 114].

Conjetura 6.1 Sea J(P) un reticulo distributivo. Entonces todas las raices de
fi(p)(t) son reales.

Usando la férmula (4), observamos que es equivalente conjeturar que todas las
raices de h(p)(t) sean reales,

hypy(A) =0 <= fJ(P)(ﬁ) =0.

Usando el Teorema 5.1, observamos que también es equivalente conjeturar que
todas las raices de Wp(t) sean reales, con tal que hayamos marcado P natural-
mente.

Mis general que la Conjetura 6.1 es la Conjetura del Poset de Stanley. (Vea,
por ejemplo [39, p 23].)

Conjetura 6.2 Sea P un poset marcado aunque no necesariamente de manera
natural. Entonces todas las raices de Wp(t) son reales.

Durante los ultimos trenta anos, varios matemaéticos han demostrado que
las conjeturas son ciertas en casos especiales [7], [25], [41]. M4s auin, la Con-
jetura 6.1 es cierta para todos los reticulos distributivos J(P) con |P| < 10,
y la Conjetura 6.2 es cierta para todos los posets P con |P| < 8. (Eso se ha
verificado con ayuda de una computadora [40], usando el programa Maple.) Sin
embargo, nuestras conjeturas siguen siendo conjeturas. Tampoco se sabe si es
cierta la generalizacién de la Conjetura 6.1 a la clase de los reticulos modulares.
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Pregunta 6.1 Sea L un reticulo modular. ;Son reales todas las raices de fi,(¢)?

Considere ahora cualquier polinomio a(t) = ag + a1t +--- + agt® con coefi-
cientes reales y positivos, tal como los polinomios de las Conjeturas 6.1 y 6.2.
Para que el polinomio a(t) tenga todas las raices reales, dos condiciones nece-
sarias son que la sucesién a = (aop, . .., aq) sea unimodal y log-concava. Decimos
que a es unimodal si existe un indice j tal que

ap < <aj> - > ag.
Decimos que a es log-concava si tenemos que
2 .
aiZai_laH_l, Z:].,...,d—]..

La necesidad de log-concavidad es un resultado de Newton, y es ficil ver que
la log-concavidad implica la unimodalidad para sucesiones positivas. (La log-
concavidad también es necesaria en el caso que a no es positiva. Vea [33,
p 504].) Serfa interesante saber si las sucesiones en las Conjeturas 6.1 y 6.2
son al menos log-concavas o unimodales, pero estos problemas también estan
abiertos. (Vea [17] por una respuesta parcial.)

Pregunta 6.2 Sea P un poset finito. ;Son log-concavas o unimodales las suce-
siones fyp) y hyp)?

Pregunta 6.3 Sea P un poset finito. ;Es log-concava o unimodal la sucesién
Wp?

Mientras las condiciones de log-concavidad y unimodalidad son solamente
necesarias para para garantizar que todas las raices de a(t) sean reales, hay
otros resultados que dan condiciones que son necesarias y también suficientes.
Un teorema bien conocido de Aissen, Schoenberg, y Whitney [1] da una car-
acterizacién en términos de matrices totalmente positivas. (Vea tambien [39,
p 21].) Una matriz es totalmente positiva si todos sus menores son mayores que
o iguales a cero. (Vea [2] y [14].)

Teorema 6.3 Sea (ag,...,aq) una sucesion de nimeros reales y positivos, y
sea A la matriz infinita de Toeplitz A correspondiente,

f[ap 0 0 0 ---]
a1 Qo 0 0
A=(aj )= |az a1 ag 0 -,

a3 az ap aop
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T

Figura 6.1: el grafo de Gessel y Viennot

donde a,, = 0 si m > d. Entonces el polinomio a(t) = ag + a1t + -+ - + agt?
tiene todas las raices reales si y solo si A es totalmente positiva.

Note que el Teorema 6.3 implica la log-concavidad de (ao, . .., a4) cuando to-
das las raices de a(t) son reales. Es una lastima que el nimero de determinantes
que tenemos que considerar en el Teorema 6.3 sea infinito. Sin embargo, hay re-
sultados que dan una interpretaciéon combinatoria para todos los determinantes
de una matriz infinita. Un resultado bién conocido es el siguiente [18].

Teorema 6.4 Sea G el grafo infinito de la Figura 6.1. Sea B la matriz infinita
cuyas entradas vienen dadas por los coeficientes binomiales de la siguiente man-
era,

(1 0 0 0 1

1100
B=|1 2 1 0

1 3 31

Sean S y T dos conjuntos de la misma cardinalidad,
S={s1,-..,8n}, 0<s1<s2<---< 8y,
Tz{tl,...,tn}, 0<t; <ty <--- <ty

Entonces el determinante de la submatriz de B correspondiente a las filas S y
las columnas T es el nimero de familias de caminos II = (71, ...,7,) en G,
donde m; es un camino desde s; hasta t; y donde los caminos no se intersecan.
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El método de la prueba del Teorema 6.4 viene de resultados de Karlin y Mac-
Gregor [20] y de Linstrom [21]. Seria interesante emplear este método para
solucionar las Conjeturas 6.1 y 6.2.

Pregunta 6.4 Sea P un poset y sea A la matriz infinita de Toeplitz que corre-
sponde a Wp (o fyp) 0 hycp)). (Se puede definir un grafo G(P) de modo que
los determinantes de A cuenten familias de caminos en G(P)?

Otra caracterizacién de polinomios con raices reales emplea funciones simétri-
cas. Si factorizamos el polinomio a(t) = 1 + ayt + - - - + a4t? como

d

a(t) = [J@+ xit), 9)

i=1

entonces sus coeficientes son funciones simétricas elementales en los nimeros
A17 tey Ad;

1= 60()‘17"';)‘d);

a1=€1()\1,---,)\d): Ai;
:1<i<d

02:62()\1,...,)\d): E /\i/\j:
4,j:1<i<j<d

aqg = eq(A1,...,Aq) = AL+ Aq.

Otras funciones simétricas de interés son las funciones simétricas de sumas de
potencias,

d
pk(Ala"wAd) = ZAka

que se pueden expresar en términos de las funciones simétricas elementales,
Po = d;
P11 =é€q,
_ 2
D2 = —2e2 + €7,
3
D3 = 3es — 3eze; + ey,

py = —dey + deger + 2e3 — dese? + e,

El teorema siguiente fue descubierto por Gantmacher [15, p 203].
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Teorema 6.5 Sea a(t) = 1+ a1t + -+ + aq4t? un polinomio con coeficientes
reales. Factorice a(t) como en (9) y sean po, ..., p2qa—2 las funciones simétricas
de sumas de potencias en A1, ..., Aq. Entonces todas las raices de a(t) son reales
y distintas si y solo si la matriz finita de Hankel

Do b1 D2 o Pd-1

b1 D2 D3 T Pa
C=| P2 D3 2z “or Pd+1
Pd—1 Pd Pd+1 - P2d-2

es definida positiva.

Lo bueno del Teorema 6.5 es que da una lista finita de sélo d — 1 desigualdades
det[cij]fj=o >0, k=1,...,d—1.

Lo malo es que los determinantes son funciones complicadas de ay,...,aq. El
Teorema 6.5 nunca se ha usado para demostrar la realidad de las raices de
ningdn polinomio definido combinatoriamente [39, p 21].

Pregunta 6.5 Sea P un poset finito. ;Hay una interpretaciéon combinatoria
por los determinantes de Gantmacher cuando la matriz C corresponde al poli-

nomio f(p) t)? (j0 hjp) (), o Wp(t)?)

Otro teorema que emplea funciones simétricas para caracterizar los poli-
nomios con todas las raices reales y que es equivalente al Teorema 6.3 es el
siguiente [37, Tm 2.11]. (Vea [38, Cap 7] por definiciones.)

Teorema 6.6 Sea a(z) = 1+ ait + -+ + aqt? un polinomio con coeficientes
reales y positivos. Defina F(a;z), una funcion simétrica formal en las variables
Z1,T2,..., COMO

F(a;z) = H a(x;).

i>1
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Todas las raices de a(t) son reales.

2. La expansion de F(a;x) en términos de las funciones simétricas elemen-
tales e, () tiene coeficientes positivos.

3. La expansion de F(a;z) en términos de las funciones simétricas de Schur
su(x) tiene coeficientes positivos.
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3+1 P

Figura 6.2: el poset 3 + 1 y otro poset que no es libre de 3 + 1

El Teorema 6.6 se ha empleado para demostrar que todas las raices del
polinomio fp(t) son reales por una clase especial de poset [16], [37, Cor 2.9].

Teorema 6.7 Sea P es un poset libre de 3 + 1. Entonces las raices de fp(t)
son reales.

El poset 3 + 1 es la unién disjunta de una cadena de tres elementos y un
elemento. Un poset P se llama libre de 3 + 1 si no contiene cuatro elementos
w,x,y,z que tienen entre ellos los mismos relaciones que 3 + 1.

Ejemplo 6.6 La Figura 6.2 muestra el poset 3 4+ 1 junto con otro poset P que
no es libre de 3 + 1. Note que los elementos {2,3,6} satisfacen 2 <p 3 <p 6y
que ninguno de ellos es comparable a 4.

Por desgracia, no ha sido posible aplicar el Teorema 6.6 a las Conjeturas 6.1
y 6.2, ni siquiera para el caso especial de las dlgebras de Boole. (Vea [39, Tm 2].)

Pregunta 6.7 Sea fp, el f-vector del algebra de Boole B,,. ;Hay una in-
terpretacién combinatoria de los coeficientes en las expansiones de F(fp, ,x)
mencionadas en el Teorema 6.67

Un ultimo teorema da una identidad entre el polinomio de cadenas de un
poset y el polinomio caracteristico de su matriz de antiadyacencia [34].

Teorema 6.8 Sea P un poset. Defina la matriz de antiadyacencia A = [a;;]
como

0 sit<py,
a;; =
“ 1 st no.
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Entonces tenemos que
fp(t) = det(At + I).

Note que las raices del polinomio fp(t) son reales si y sélo si los autovalores
de la matriz de antiadyacencia son reales. Usando [2, Tm 1.1] y el Teorema
de Frobenius-Perron, uno puede mostrar que los autovalores de una matriz
totalmente positiva son reales y positivos. Esta propiedad se puede emplear para
dar una demostracién del Teorema 6.7 sin utilizar las funciones simétricas [27].

Aunque un poset libre de 3 + 1 no parece tener mucho que ver con los
reticulos distributivos, es posible que exista una conexién [26, Sec 4.6]. Para
cada poset P con |P| < 7, existe un poset ) libre de 3 + 1 tal que

fo) = hyp)(t). (10)

Si la ecuacién (10) fuera cierta en general, entonces tendriamos una demo-
straciéon para las Conjeturas 5.4 y 6.1. Quizés valdra la pena considerar la
siguiente pregunta.

Pregunta 6.8 ;Qué condiciones en un poset P garantizan la existencia de otro
poset @, libre de 3 + 1, tal que fo(t) = hyp)(t)?

Quizas valdrd la pena también considerar otra pregunta que es mas o menos
el reciproco de las Conjeturas 6.1 y 6.2.

Pregunta 6.9 Sea a(t) = 1 + ait + -+ + a4t? un polinomio con coeficientes
enteros positivos y con todas sus raices reales. ;Existe un poset P tal que
fp(t) = a(t)? jo un complejo simplicial A tal que fa(t) = a(t)?
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